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1 Ââåäåíèå

Â ýòîì òåêñòå ìû ðàññìîòðèì ïðîáëåìó çàäàíèÿ òî÷åê, ïðÿìûõ, ïëîñêîñòåé è ñôåð â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íåé âîïðîñû è çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷ó ïîèñêà îáùèõ êàñàòåëüíûõ
ïëîñêîñòåé ê òðåì äàííûì ñôåðàì.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà äîâîëüíî âàæíà, ïîñêîëüêó, õîòÿ â óíèâåðñèòåòñêîì êóðñå ãåîìåòðèè
ýòè âîïðîñû è èçó÷àþòñÿ, îäíàêî èì óäåëÿåòñÿ ìàëî âíèìàíèÿ è âðåìåíè � âèäèìî, ñ÷èòàåòñÿ íåîïðàâ-
äàííûì òðàòèòü ìíîãî âðåìåíè íà òàêèå ¾ýëåìåíòàðíûå¿ âåùè. Ìû ïîñòàðàåìñÿ ïîêàçàòü, ÷òî òàêàÿ
òî÷êà çðåíèÿ íåîáîñíîâàííà, è ïîïûòàåìñÿ äàòü àäåêâàòíîå èçëîæåíèå ýòîé òåìû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ àâòîðà, öåíòðàëüíûì â ýòîì èçëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïëþêêåðîâûõ êî-

îðäèíàò äëÿ çàäàíèÿ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòîò
ñïîñîá çàäàíèÿ ïðÿìûõ ïðàêòè÷åñêè íèãäå íå óïîìèíàåòñÿ (èìåþòñÿ â âèäó â ïåðâóþ î÷åðåäü ó÷åáíè-
êè ïî ãåîìåòðèè, à òàêæå êíèãè ïî êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå, êîòîðûå, êàê íè ñòðàííî, òàêæå îáëàäàþò
óêàçàííûì íåäîñòàòêîì), îí, òåì íå ìåíåå, äîâîëüíî ïðîñò è ïîëó÷àåìûå ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ åñòå-
ñòâåííûì îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë íà ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ñðàâíåíèÿ ñíà÷àëà áóäåò
ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïëîñêîñòè; êðîìå òîãî, áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî äàæå ïðè ðàññìîòðåíèè ïðî-
ñòûõ çàäà÷ íà ïëîñêîñòè åñòåñòâåííî âîçíèêàþò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû, êîòîðûå, ïîìèìî ïðî÷åãî,
÷àñòî ïîçâîëÿþò îáîéòèñü â âû÷èñëåíèÿõ öåëûìè ÷èñëàìè, ÷òî ïîëåçíî êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷
âðó÷íóþ, òàê è ïðè âû÷èñëåíèè íà êîìïüþòåðå.

Â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è: òåîðåòè÷åñêèå çàäà÷è, óïðàæíå-
íèÿ íà ïðîâåðêó íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ôîðìóë, âîïðîñû íà ïîíèìàíèå òåêñòà, çàäà÷è íà âû÷èñëåíèÿ
âðó÷íóþ, çàäà÷è íà âû÷èñëåíèÿ íà êàëüêóëÿòîðå èëè êîìïüþòåðå, çàäà÷è íà íàïèñàíèå ïðîãðàìì.

2 Ïëîñêîñòü

Íàïîìíèì, êàê çàäàþòñÿ òî÷êè è ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè. Òî÷êà P çàäàåòñÿ ïàðîé êîîðäèíàò (xP , yP ), êî-
òîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå (x1, x2), à ïðÿìàÿ ` � óðàâíåíèåì Ax+By+C = 0, ò.å. òðîéêîé ÷èñåë
(C,A,B), â êîòîðîé A è B íå îáðàùàþòñÿ îäíîâðåìåííî â íîëü. Îòìåòèì, ÷òî ýòà òðîéêà ÷èñåë çàäàíà ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, ò.å. åñëè èõ îäíîâðåìåííî äîìíîæèòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî, íå ðàâ-
íîå íóëþ, òî çàäàâàåìàÿ èìè ïðÿìàÿ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ, è íàîáîðîò, åñëè äâå òðîéêè çàäàþò îäíó è
òó æå ïðÿìóþ, òî îíè ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïîýòîìó òàêîå çàäàíèå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè äàåò ïðèìåð îä-
íîðîäíûõ êîîðäèíàò. Â îáùåì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáúåêò çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíûõ
êîîðäèíàò, åñëè åìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð ÷èñåë (w0, w1, . . . , wn), íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî
íóëþ, ïðè÷åì ýòîò íàáîð îïðåäåëÿåòñÿ îáúåêòîì ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðèìåð � òîëü-
êî ÷òî ðàññìîòðåííîå çàäàíèå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Îäíàêî â ýòîì ïðèìåðå òðåáîâàëîñü, ÷òîáû õîòÿ
áû îäíî èç ÷èñåë A è B áûëî îòëè÷íî îò íóëÿ, â òî âðåìÿ êàê îáùåå îïðåäåëåíèå îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò
äîïóñêàåò òàêæå íàáîð (C, 0, 0), ãäå C 6= 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî; âñå òàêèå íàáîðû ïðîïîðöèîíàëüíû,
òàê ÷òî â ïðèíöèïå îíè ¾äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé è òîé æå ïðÿìîé¿. ×òî æå ýòî çà äîïîëíè-
òåëüíàÿ ïðÿìàÿ? Åñëè ïîïûòàòüñÿ ïîäñòàâèòü (C,A,B) = (1, 0, 0) â óðàâíåíèå ïðÿìîé, òî ïîëó÷èì,
÷òî ýòà ïðÿìàÿ åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), òàêèõ, ÷òî 0 = Ax + By + C = 0 · x + 0 · y + 1 = 1, ò.å. ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî. Ýòîò îòâåò, êîíå÷íî æå, âîâñå íå òî, ÷òî õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü. Ñêîðî ìû óâèäèì,
÷òî íà ñàìîì äåëå ýòîò íàáîð ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìîé íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè;
ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé äåéñòâèòåëüíî ïóñòî, ÷òî è îáúÿñíÿåò òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò.
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Ââåäåì ïîëåçíîå îáîçíà÷åíèå, ïîçâîëÿþùåå ðàçëè÷àòü íà ïèñüìå ¾îáû÷íûå¿ è îäíîðîäíûå êîîðäè-
íàòû: áóäåì ïèñàòü, êàê è ðàíüøå, (w1, w2, . . . , wn) äëÿ íàáîðà îáû÷íûõ êîîðäèíàò è (w1 : w2 : . . . : wn)
äëÿ íàáîðà îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, (6, 10, 12) 6= (9, 15, 18), îäíàêî (6 : 10 :
12) = (9 : 15 : 18); íàáîð (0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì íàáîðîì îáû÷íûõ êîîðäèíàò, â òî âðåìÿ êàê
íàáîð (0 : 0 : 0) íåêîððåêòåí, òàê êàê îäíîðîäíûì êîîðäèíàòàì çàïðåùàåòñÿ îäíîâðåìåííî îáðàùàòüñÿ
â íîëü. Åùå îäíî îáùåå çàìå÷àíèå: ÷àñòî áûâàåò óäîáíûì íóìåðîâàòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû, íà÷è-
íàÿ ñ íóëÿ, è ïèñàòü (w0, w1, . . . , wn−1) âìåñòî (w1, w2, . . . , wn). Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ
n-ìåðíîãî îáúåêòà îáû÷íî íåîáõîäèìî n îáû÷íûõ êîîðäèíàò èëè n + 1 îäíîðîäíûõ: íåîáõîäèìîñòü â
äîïîëíèòåëüíîé îäíîðîäíîé êîîðäèíàòå ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà îòîæäåñòâëåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíûõ íàáîðîâ.

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò, ïîëåçíîå äëÿ âû÷èñëåíèé: ëþáîé íàáîð ðà-
öèîíàëüíûõ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò ïðîïîðöèîíàëåí íàáîðó öåëûõ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò (ò.ê. âñåãäà
ìîæíî äîìíîæèòü âñå êîîðäèíàòû íà îáùèé çíàìåíàòåëü); êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü ýòè îäíîðîäíûå
êîîðäèíàòû â ñîâîêóïíîñòè âçàèìíî ïðîñòûìè, ïîñêîëüêó âñåãäà ìîæíî ñîêðàòèòü íà íàèáîëüøèé îá-
ùèé äåëèòåëü. Ïðèìåðû: ( 1

2 : 1
3 : 1

4 ) = (6 : 4 : 3); (0.8 : 0.6 : 1) = (8 : 6 : 10) = (4 : 3 : 5). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî
ñâîéñòâà ÷àñòî ìîæíî ïðîâîäèòü âñå èëè ïî÷òè âñå âû÷èñëåíèÿ ñ öåëûìè ÷èñëàìè, îñîáåííî åñëè âñå
èñõîäíûå äàííûå áûëè öåëûìè èëè ðàöèîíàëüíûìè.

Ïðàâäà, åñëè ìû ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíèòü ýòî îáùåå çàìå÷àíèå ê íàøåé ñèòóàöèè � ãåîìåòðèè íà
ïëîñêîñòè � òî ìû ñòîëêíåìñÿ ñ î÷åâèäíîé ïðîáëåìîé, ñâÿçàííîé ñ òåì, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì îäíî-
ðîäíûìè êîîðäèíàòàìè ïðÿìûõ, íî íå òî÷åê. Ïîýòîìó õî÷åòñÿ êàêèì-òî îáðàçîì (ïî âîçìîæíîñòè,
íàèáîëåå ïðîñòûì) çàâåñòè îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû òî÷åê ïëîñêîñòè, è íàó÷èòüñÿ ïåðåâîäèòü èõ â
îáû÷íûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è îáðàòíî.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ðåøåíèåì ýòîé ïðîáëåìû áûëè îäíîðîäíûå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû,
ââåäåííûå Ìåáèóñîì â 1827 ãîäó. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ïëîñêîñòè âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé òðåóãîëüíèê ABC, è âñÿêîìó íàáîðó (α : β : γ), òàêîìó, ÷òî α + β + γ 6= 0, ñîïîñòàâëÿåòñÿ öåíòð
ìàññ α, β è γ, ïîìåùåííûõ â òî÷êè A, B è C ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî ïðè çàìåíå íàáîðà ìàññ íà
ïðîïîðöèîíàëüíûé öåíòð ìàññ íå èçìåíÿåòñÿ, òàê ÷òî ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåì ñïîñîá ââåäåíèÿ
îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Îäíàêî íàì ýòîò ñïîñîá íå î÷åíü ïîäõîäèò: íåïîíÿòíî, êàê âû-
áèðàòü òðåóãîëüíèê ABC, à ôîðìóëû äëÿ ïåðåâîäà êîîðäèíàò â äåêàðòîâû è îñîáåííî ôîðìóëû äëÿ
îáðàòíîãî ïåðåâîäà äîâîëüíî ñëîæíû.

Ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ñòàíäàðòíûé ñïîñîá ââåäåíèÿ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò: à èìåííî,
òî÷êå ñ îáû÷íûìè êîîðäèíàòàìè (x1, x2) ñîïîñòàâèì òî÷êó (1 : x1 : x2); îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé (x0 : x1 : x2) 7→ (x1/x0, x2/x0). Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîïîñòàâèëè êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè
íàáîð îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò (x0 : x1 : x2) ñ x0 6= 0, è íàîáîðîò, êàæäîìó òàêîìó íàáîðó îäíîðîäíûõ
êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ïëîñêîñòè. Êàê è â ñëó÷àå ñ ïðÿìûìè, ìû õîòèì ðàññìàòðèâàòü âñå
íàáîðû îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò (x0 : x1 : x2), òàêèå, ÷òî x0, x1 è x2 íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ. Ïî-
ýòîìó ê ¾îáû÷íûì¿ òî÷êàì ïëîñêîñòè (êîòîðûå ìû òåïåðü áóäåì íàçûâàòü êîíå÷íûìè) ìû äîáàâèì
äîïîëíèòåëüíûå (èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííûå) òî÷êè âèäà (0 : x1, x2), ãäå x1 è x2 íå ðàâíû îäíîâðåìåííî
íóëþ.1 Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òî÷åê (êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ) ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòüþ.

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå ïðÿìîé, îïðåäåëåííîé òðîéêîé (C : A : B) (ò.å. óðàâíåíèåì Ax+By+C =
0 â îáû÷íûõ êîîðäèíàòàõ). Ìû, êîíå÷íî æå, õîòèì, ÷òîáû ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ýòîé
ïðÿìîé, íå èçìåíèëîñü. Ïîñêîëüêó êîíå÷íîé òî÷êå (x0 : x1 : x2) ñîïîñòàâëÿþòñÿ îáû÷íûå êîîðäèíàòû
(x1/x0, x2/x0), ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ax1

x0
+ B x2

x0
+ C = 0, êîòîðîå äîëæíî áûòü âûïîëíåíî äëÿ

êîíå÷íûõ òî÷åê, ò.å. ïðè x0 6= 0. Ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå ìîæíî äîìíîæèòü íà x0 (ýòî ìîæåò ïîâëèÿòü
òîëüêî íà òî÷êè ñ x0 = 0, ò.å. áåñêîíå÷íî óäàëåííûå). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ax1 + Bx2 + Cx3 = 0,
êîòîðîå èìååò ñìûñë äëÿ âñåõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è äëÿ âñåõ ïðÿìûõ, âêëþ÷àÿ è áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ ïðÿìóþ (1 : 0 : 0) (êîòîðàÿ, êàê ýòî íè ñòðàííî, ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ
òî÷åê). Åñëè òåïåðü ïåðåîáîçíà÷èòü êîîðäèíàòû ïðÿìîé (A0 : A1 : A2) = (C : A : B), ìû ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

A0x0 + A1x1 + A2x2 = 0
1Çäåñü, âèäèìî, ñëåäóåò îòâåòèòü íà äàâíî âîçíèêøèé âîïðîñ: ïî÷åìó ÿ óïîðíî ïîâòîðÿþ, ÷òî x0, x1 è x2 íå ðàâíû

îäíîâðåìåííî íóëþ, âìåñòî òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü ýòî óñëîâèå â âèäå x2
0 + x2

1 + x2
2 6= 0 (êàê ýòî ÷àñòî äåëàþò â íà÷àëüíîì

êóðñå àíàëèçà)? Îòâåò î÷åíü ïðîñò: õîòÿ íèãäå íå óòî÷íÿëîñü, ÷òî òàêîå ÷èñëî, è ïîäðàçóìåâàëîñü, ÷òî âñå êîîðäèíàòû
ñóòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îäíàêî íà ñàìîì äåëå âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò,
è â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðîõîäÿò íàä ëþáûì ïîëåì; êðîìå òîãî, áîëüøèíñòâî ôîðìóë ¾ðàáîòàþò¿ íàä ïðîèçâîëüíûì
êîììóòàòèâíûì êîëüöîì, íå îáÿçàòåëüíî öåëîñòíûì è äàæå ïðèâåäåííûì; èç-çà ýòîãî àâòîð àêêóðàòíî ðàçëè÷àåò äàëåå
óñëîâèÿ âðîäå x = 0 è x2 = 0.
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Èìåííî ñòðåìëåíèå ïîëó÷èòü ýòî óðàâíåíèå â òàêîé ñèììåòðè÷íîé ôîðìå îáóñëîâèëî òàêîé, íà ïåðâûé
âçãëÿä, íåëîãè÷íûé ïîðÿäîê êîîðäèíàò (C : A : B) äëÿ ïðÿìîé Ax + By + C = 0 â íà÷àëå íàøèõ
ðàññìîòðåíèé. Ýòà ñèììåòðèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå âñå îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû ðàâíîçíà÷íû:
ìû ìîãëè áû, íàïðèìåð, îáúÿâèòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïðÿìóþ x1 = 0 è îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîîðäèíàò (x, y) 7→ (x : 1 : y) è (x0 : x1 : x2) 7→ (x0/x1, x2/x1) � ýòî íå ïîâëèÿëî áû íà âíóòðåííþþ
ãåîìåòðèþ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü òî÷êó êàê íå÷òî ïåðâè÷íîå, à ïðÿìóþ êàê
ìíîæåñòâî òî÷åê; îäíàêî ìû, èñõîäÿ èç ñèììåòðèè ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëû, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðÿìûå è òî÷êè ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíû, è ìåæäó íèìè çàäàíî îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè: ãîâîðÿò,
÷òî òî÷êà P è ïðÿìàÿ ` èíöèäåíòíû, åñëè òî÷êà P ëåæèò íà ïðÿìîé `. Ýòî ïîçâîëÿåò ïî âûáîðó
ðàññìàòðèâàòü ïðÿìóþ êàê ìíîæåñòâî ëåæàùèõ íà íåé òî÷åê èëè òî÷êó êàê ìíîæåñòâî ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç íåå ïðÿìûõ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ââîäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ òî÷åê è ïðÿìûõ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè:

• Òî÷êà P � ýòî íàáîð ÷èñåë (x0 : x1 : x2), íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ, ðàññìàòðèâàåìûé ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; ïðè ýòîì ÷èñëà x0, x1 è x2 íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîð-
äèíàòàìè òî÷êè P .

• Ïðÿìàÿ ` � ýòî íàáîð ÷èñåë (α0 : α1 : α2), íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ, ðàññìàòðèâàåìûé ñ
òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; ïðè ýòîì ÷èñëà α0, α1 è α2 íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîð-
äèíàòàìè ïðÿìîé `.

• Òî÷êà P = (x0 : x1 : x2) èíöèäåíòíà ïðÿìîé ` = (α0 : α1 : α2), åñëè

α0x0 + α1x1 + α2x2 = 0

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà ïðÿìîé ` èëè ÷òî ïðÿìàÿ ` ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êó P .

• Ïðÿìóþ è òî÷êó, çàäàííûå îäíèì è òåì æå íàáîðîì îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò, ìû áóäåì íàçûâàòü
äâîéñòâåííûìè.

Çàìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííîñòü ïåðåâîäèò òî÷êè â ïðÿìûå è ïðÿìûå â òî÷êè, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì
îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè, ÷òî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé.

Âûÿñíèì òåïåðü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì Q = (y0 : y1 : y2) = (y1/y0, y2/y0) è
ðàäèóñîì R. Òî÷êà P = (x0 : x1 : x2) ëåæèò íà ýòîé îêðóæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà(

x1

x0
− y1

y0

)2

+
(

x2

x0
− y2

y0

)2

= R2

èëè, ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà x2
0y

2
0 :

(x1y0 − x0y1)2 + (x2y0 − x0y2)2 −R2x2
0y

2
0 = 0

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ d ìåæäó êîíå÷íûìè òî÷êàìè P = (x0 : x1 : x2) è
Q = (y0 : y1 : y2):

d2 =
(x1y0 − x0y1)2 + (x2y0 − x0y2)2

x2
0y

2
0

Â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíà òî÷êà èëè ñðàçó îáå áåñêîíå÷íî óäàëåíû (è ðàçëè÷íû), ýòè ôîðìóëû äàþò
+∞ èç-çà íóëÿ â çíàìåíàòåëå, ÷òî äîâîëüíî ëîãè÷íî.

Åùå áîëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé ôîðìóëû � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî íà÷àëà êîîðäèíàò O = (1 :
0 : 0):

d2 =
x2

1 + x2
2

x2
0

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé, íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîëÿðíîé äâîé-

ñòâåííîñòè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè C ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò O. Ïîëÿðíàÿ äâîé-
ñòâåííîñòü ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òî÷êå ïðÿìóþ (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîé ýòîé òî÷êè) è êàæäîé
ïðÿìîé òî÷êó (ïîëþñ ýòîé òî÷êè), òàê, ÷òî ýòè ñîïîñòàâëåíèÿ âçàèìíî îáðàòíû è ñîõðàíÿþò èíöèäåíò-
íîñòü, òàê æå, êàê è ¾ïðîñòàÿ¿ äâîéñòâåííîñòü, ðàññìîòðåííàÿ âûøå. Ãåîìåòðè÷åñêè ïîëÿðà òî÷êè P
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åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê Q, òàêèõ, ÷òî OP ·OQ = R2. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî îïèñàíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ïîëÿðà òî÷êè P , ëåæàùåé íà îêðóæíîñòè C, åñòü êàñàòåëüíàÿ ê C â òî÷êå P , è ÷òî ïîëÿðà òî÷êè
P , ëåæàùåé âíå C, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè m1 è m2 � ýòî êàñàòåëüíûå ê
C, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè P , è Q1 è Q2 � ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè êàñàíèÿ, òî ïðÿìàÿ Q1Q2 � ýòî â
òî÷íîñòè ïîëÿðà òî÷êè P .

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òî÷åê P = (x0 : x1 : x2) è Q = (y0 : y1 : y2) óñëîâèå OP · OQ = R2

îçíà÷àåò (ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü), ÷òî x1y1 + x2y2 − R2x0y0 = 0; òàêèì îáðàçîì,
ïîëÿðà òî÷êè P = (x0 : x1 : x2) åñòü ïðÿìàÿ (−R2x0 : x1 : x2); îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïîëþñ ïðÿìîé
` = (α0 : α1 : α2) åñòü òî÷êà (−α0/R2 : α1 : α2) = (−α0 : R2α1 : R2α2).

Íà ñàìîì äåëå ïîëÿðíóþ äâîéñòâåííîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî êîíè÷å-
ñêîãî ñå÷åíèÿ C, ò.å. ïëîñêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè

∑
06i,j62 qijxixj = 0, ãäå

qij = qji � êîýôôèöèåíòû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, îáðàçóþùèå ñèììåòðè÷íóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
q = (qij)06i,j62. Òåïåðü, åñëè ñîïîñòàâèòü òî÷êå (x0 : x1 : x2) è ïðÿìîé (α0 : α1 : α2) ñîîòâåòñòâóþùèå
âåêòîðû-ñòîëáöû

x =

x0

x1

x2

 è α =

α0

α1

α2


òî ïðÿìàÿ α ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðîé òî÷êè x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α = qx, ò.å. åñëè αi =

∑
06j62 qijxj ,

è íàîáîðîò, x � ïîëþñ ïðÿìîé α, åñëè x = q−1α.
Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæíî ïðèìåíèòü ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå y = (y0 : y1 : y2) è ðàäèóñîì

R: â ýòîì ñëó÷àå

q =

y2
1 + y2

2 −R2y2
0 −y0y1 −y0y2

−y0y1 y2
0 0

−y0y2 0 y2
0


Ïðè y0 = 1, y1 = y2 = 0, ñíîâà ïîëó÷àåì òå æå ôîðìóëû.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå òîãî, ÷òî òî÷êà x ëåæèò íà îêðóæíîñòè (èëè êîíè÷åñêîì ñå÷åíèè)
C, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì ôàêòîì, ÷òî òî÷êà ëåæèò íà C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ëåæèò íà ñâîåé
ïîëÿðå îòíîñèòåëüíî C. Ïðàâäà, ìû ïîëó÷èì âñåãî ëèøü óñëîâèå xT qx = 0, ò.å.

∑
06i,j62 qijxixj = 0

� ýòî êàê ðàç óñëîâèå, èç êîòîðîãî ìû îïðåäåëÿëè êîýôôèöèåíòû qij .
Ãîðàçäî áîëåå èíòåðåñåí òîò ôàêò, ÷òî ïîëþñ ïðÿìîé α îòíîñèòåëüíî C ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ C; îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå êàñàíèÿ αT q−1α = 0.
Äëÿ îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â y = (y0 : y1 : y2) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå êàñàíèÿ:

(α0y0 + α1y1 + α2y2)2 −R2y2
0(α2

1 + α2
2) = 0

Îòñþäà ïîëó÷àåì ôîðìóëó ðàññòîÿíèÿ d îò òî÷êè (x0 : x1 : x2) äî ïðÿìîé (α0 : α1 : α2):

d2 =
(α0x0 + α1x1 + α2x2)2

x2
0(α

2
1 + α2

2)

Ìîæíî áûëî áû ïðîäîëæèòü äàëüøå ñïèñîê ýòèõ ôîðìóë; îäíàêî â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè, ïî-
ñêîëüêó âñå ðàâíî ñêîðî áóäóò ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû äëÿ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå.
Ïðèâåäåì òîëüêî (äâîéñòâåííûå äðóã äðóãó) ôîðìóëû äëÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííûå äâå
òî÷êè è äëÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ:

α = (x1y2 − x2y1 : x2y0 − x0y2 : x0y1 − x1y2)

è
x = (α1β2 − α2β1 : α2β0 − α0β2 : α0β1 − α1β0)

3 Ïðîñòðàíñòâî

Ïîñòðîåíèå (òðåõìåðíîãî) ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëåíèå åãî òî÷åê è ïëîñêîñòåé ñ ïîìîùüþ
îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî áûëî íàìè ïðîäåëàíî äëÿ òî÷åê è ïðÿìûõ
íà ïëîñêîñòè. Îäíàêî íàì íàäî åùå íàó÷èòüñÿ îïèñûâàòü ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿ-
ùèì îáðàçîì îïðåäåëåííûõ îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò, à òàêæå çàäàòü âñå òðè îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè:
ìåæäó òî÷êàìè è ïðÿìûìè, ìåæäó ïðÿìûìè è ïëîñêîñòÿìè è ìåæäó òî÷êàìè è ïëîñêîñòÿìè.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå óäîáíûé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñïîñîá çàäàíèÿ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå
çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè øåñòè îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò (p01 : p02 : p03 : p12 : p13 : p23), óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óðàâíåíèþ âòîðîé ñòåïåíè (óðàâíåíèþ Ïëþêêåðà):

p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0

Ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ ïëþêêåðîâûìè, èëè ãðàññìàíîâûìè,
êîîðäèíàòàìè ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

• Òî÷êà P � ýòî íàáîð ÷èñåë (x0 : x1 : x2 : x3), íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ, ðàññìàòðèâàåìûé
ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; ïðè ýòîì ÷èñëà x0, x1, x2 è x3 íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè
êîîðäèíàòàìè òî÷êè P . Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû òî÷êè P çàïèñûâàþòñÿ òàêæå â âèäå âåêòîðà-
ñòîëáöà

x =


x0

x1

x2

x3


• Ïðÿìàÿ ` � ýòî íàáîð ÷èñåë (p01 : p02 : p03 : p12 : p13 : p23), íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ,
ðàññìàòðèâàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; ïðè ýòîì ÷èñëà pij (ãäå 0 6 i < j 6 3)
íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè ïðÿìîé `. Îíè çàïèñûâàþòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ êîñî-
ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû

p =


0 p01 p02 p03

−p01 0 p12 p13

−p02 −p12 0 p23

−p03 −p13 −p23 0


Ïîýòîìó ÷àñòî ïîëàãàþò pij = −pji ïðè 0 6 j < i 6 3, pii = 0 ïðè 0 6 i 6 3, èìåÿ â âèäó èìåííî
ýòî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìàòðèöû. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû åñòü, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü,
detp = (p01p23 − p02p13 + p03p12)2 = 0.

• Ïëîñêîñòü α � ýòî íàáîð ÷èñåë (α0 : α1 : α2 : α3), íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ, ðàññìàòðèâà-
åìûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè; ïðè ýòîì ÷èñëà α0, α1, α2 è α3 íàçûâàþòñÿ îäíîðîä-
íûìè êîîðäèíàòàìè ïëîñêîñòè α.

• Òî÷êà P = (x0 : x1 : x2 : x3) èíöèäåíòíà ïëîñêîñòè α = (α0 : α1 : α2 : α3), åñëè

α0x0 + α1x1 + α2x2 + α3x3 = 0

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà ïëîñêîñòè α èëè ÷òî ïëîñêîñòü α ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó P .

• Òî÷êà (x0 : x1 : x2 : x3) èíöèäåíòíà ïðÿìîé (p01 : p02 : p03 : p12 : p13 : p23), åñëè p01x2 − p02x1 +
p12x0 = p01x3 − p03x1 + p13x0 = p02x3 − p03x2 + p23x0 = p12x3 − p13x2 + p23x1 = 0.

• Ïðÿìàÿ (p01 : p02 : p03 : p12 : p13 : p23) èíöèäåíòíà ïëîñêîñòè (α0 : α1 : α2 : α3), åñëè pα = 0, ò.å.
p01α1+p02α2+p03α3 = −p01α0+p12α2+p13α3 = −p02α0−p12α1+p23α3 = −p03α0−p13α1−p23α2 = 0.

• Ïëîñêîñòü è òî÷êó, çàäàííûå îäíèì è òåì æå íàáîðîì îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò, ìû áóäåì íàçûâàòü
äâîéñòâåííûìè.

• Ïðÿìûå p è q äâîéñòâåííû, åñëè p01 = q23, p02 = −q13, p03 = q12, p12 = q03, p13 = −q02 è p23 = q01.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì ïèñàòü p = q′ èëè q = p′.

Îòìåòèì, ÷òî äâîéñòâåííîñòü ñîõðàíÿåò âñå òðè îòíîøåíèÿ èíöèäåíòíîñòè, êàê ýòî íåïîñðåäñòâåííî
âèäíî èç îïðåäåëåíèé.

Êàê è â äâóìåðíîì ñëó÷àå, òî÷êå ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ñîïîñòàâëÿåòñÿ òî÷êà ñ
îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (1 : x : y : z), à îáðàòíîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (x0 : x1 : x2 :
x3) 7→ (x1/x0, x2/x0, x3/x0). Ïðè ýòîì ïëîñêîñòü Ax+By+Cz+D = 0 çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíûõ
êîîðäèíàò (D : A : B : C).
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Òåïåðü ìû ïðèâåäåì ðåøåíèÿ îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êàìè, ïðÿìûìè è
ïëîñêîñòÿìè â ïðîñòðàíñòâå. Ïðîâåðêà ïðèâåäåííûõ äàëåå ôîðìóë ïðîèçâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èñ-
õîäÿ èç îïðåäåëåíèé. Òàê, íàïðèìåð, âî âòîðîé çàäà÷å íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî p � äåéñòâèòåëüíî ïðÿìàÿ,
ò.å. ÷òî pij íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ïëþêêåðà, à òàêæå ÷òî òî÷êè x
è y äåéñòâèòåëüíî ëåæàò íà ýòîé ïðÿìîé; ýòî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñëîæíîå óïðàæíåíèå. Êðî-
ìå òîãî, ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ î÷åíü ñèëüíî ïîìîãàþò äîêàçûâàòü ïîñëåäóþùèå. Óìåëîå
ïðèìåíåíèå äâîéñòâåííîñòè ìîæåò ñîêðàòèòü óñèëèÿ ïî÷òè â äâà ðàçà.

Â äàëüíåéøåì x, y, z, t � òî÷êè, p, q, r � ïðÿìûå, α, β, γ � ïëîñêîñòè; O = (1 : 0 : 0 : 0) � íà÷àëî
êîîðäèíàò, R � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, d � ðàññòîÿíèå.

1. ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà x áåñêîíå÷íî óäàëåííîé?

Ïðîâåðèòü óñëîâèå x0 = 0.

2. Íàéòè ïðÿìóþ p, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ðàçëè÷íûå òî÷êè x è y.

pij = xiyj − xjyi ïðè 0 6 i < j 6 3.

3. Ñîâïàäàþò ëè äâå òî÷êè x è y?

Ïðîâåðèòü, ÷òî â ïóíêòå 2 âñå pij ðàâíû íóëþ, ò.å. ÷òî xiyj = xjyi ïðè 0 6 i < j 6 3.

4. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíå÷íûìè òî÷êàìè x è y.

d2 =
p2
01 + p2

02 + p2
03

x2
0y

2
0

=
(x1y0 − x0y1)2 + (x2y0 − x0y2)2 + (x3y0 − x0y3)2

x2
0y

2
0

5. Ëåæèò ëè òî÷êà y íà ñôåðå ñ öåíòðîì â x è ðàäèóñîì R?

p2
01 + p2

02 + p2
03 −R2x2

0y
2
0 = 0. Åñëè x = O, ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ: y2

1 + y2
2 + y2

3 −R2y2
0 = 0.

6. Íàéòè ïëîñêîñòü α, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè x, y, z, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé

α0 = α̃123, α1 = −α̃023, α2 = α̃013, α3 = −α̃012, ãäå

α̃ijk =

∣∣∣∣∣∣
xi yi zi

xj yj zj

xk yk zk

∣∣∣∣∣∣
7. Ëåæàò ëè òî÷êè x, y, z íà îäíîé ïðÿìîé?

Ìîæíî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ α̃123 = α̃023 = α̃013 = α̃012 = 0; ìîæíî âìåñòî ýòîãî ïðîâåñòè ÷åðåç x è
y ïðÿìóþ è ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè z íà ýòîé ïðÿìîé.

8. Ëåæàò ëè òî÷êè x, y, z, t â îäíîé ïëîñêîñòè?

Ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ p ÷åðåç x è y, ïðÿìóþ q ÷åðåç z è t è ïðîâåðèòü, ïåðåñåêàþòñÿ ëè p è q.
Ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣∣∣

x0 y0 z0 t0
x1 y1 z1 t1
x2 y2 z2 t2
x3 y3 z3 t3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

9. ßâëÿåòñÿ ëè ïðÿìàÿ p áåñêîíå÷íî óäàëåííîé?

p01 = p02 = p03 = 0.

10. Óêàçàòü íàïðàâëÿþùèé âåêòîð êîíå÷íîé ïðÿìîé p.

v = (p01, p02, p03) (âåêòîð v çàäàí â îáû÷íûõ êîîðäèíàòàõ).

11. Ñîâïàäàþò ëè ïðÿìûå p è q?

Íàäî ïðîâåðèòü êîîðäèíàòû íà ïðîïîðöèîíàëüíîñòü � íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ pijqi′j′ =
pi′j′qij .
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12. Íàéòè òî÷êó x ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé p è ïëîñêîñòè α.

x = pα, ò.å. x0 = p01α1 + p02α2 + p03α3, x1 = −p01α0 + p12α2 + p13α3, x2 = −p02α0 − p12α1 + p23α3,
x3 = −p03α0 − p13α1 − p23α2.

13. Ëåæèò ëè ïðÿìàÿ p â ïëîñêîñòè α?

Ïðîâåðèòü, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå x0 = x1 = x2 = x3 = 0; ñì. òàêæå îïðåäåëåíèå èíöèäåíò-
íîñòè.

14. Ïàðàëëåëüíà ëè êîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ p êîíå÷íîé ïëîñêîñòè α?

p01α1 + p02α2 + p03α3 = 0 èëè ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå x0 = 0.

15. Íàéòè ðàññòîÿíèå d îò êîíå÷íîé ïðÿìîé p äî êîíå÷íîé ïëîñêîñòè α, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè

ïàðàëëåëüíû

Äëÿ ëþáîãî k îò 1 äî 3

d2 =
x2

k

p2
0k(α2

1 + α2
2 + α2

3)
=

x2
1 + x2

2 + x2
3

(p2
01 + p2

02 + p2
03)(α

2
1 + α2

2 + α2
3)

Íàäî âûáðàòü òàêîå çíà÷åíèå k, äëÿ êîòîðîãî çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

16. Ïðîâåñòè ïëîñêîñòü α ÷åðåç ïðÿìóþ p è òî÷êó x, íå ëåæàùóþ íà íåé.

α̃ijk = pijxk − pikxj + pjkxi, îòêóäà α0 = p12x3 − p13x2 + p23x1, α1 = −p02x3 + p03x2 − p23x0,
α2 = p01x3 − p03x1 + p13x0, α3 = −p01x2 + p02x1 − p12x0.

17. Ëåæèò ëè òî÷êà x íà ïðÿìîé p?

Ïðîâåðèòü óñëîâèÿ α0 = α1 = α2 = α3 = 0 äëÿ αi èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà; ñì. òàêæå îïðåäåëåíèå
èíöèäåíòíîñòè.

18. Íàéòè ðàññòîÿíèå d îò êîíå÷íîé òî÷êè x äî êîíå÷íîé ïðÿìîé p.

d2 =
α2

1 + α2
2 + α2

3

x2
0(p

2
01 + p2

02 + p2
03)

Â ñëó÷àå x = O = (1 : 0 : 0 : 0) ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ:

d2 =
p2
12 + p2

13 + p2
23

p2
01 + p2

02 + p2
03

19. Êàñàåòñÿ ëè ïðÿìàÿ p ñôåðû ñ öåíòðîì â x è ðàäèóñîì R?

α2
1 + α2

2 + α2
3 −R2x2

0(p
2
01 + p2

02 + p2
03) = 0

Äëÿ ñôåðû ñ öåíòðîì â O ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ: p2
12 + p2

13 + p2
23 −R2(p2

01 + p2
02 + p2

03) = 0.

20. Ïåðåñåêàþòñÿ ëè ïðÿìûå p è q? Èëè, ÷òî îäíî è òî æå, ëåæàò ëè ýòè ïðÿìûå â îäíîé ïëîñêîñòè?

Ïðîâåðèòü p01q23 − p02q13 + p03q12 + p12q03 − p13q02 + p23q01 = 0.

21. Óêàçàòü êàêèå-íèáóäü òî÷êè íà ïðÿìîé p.

Íàïðèìåð, òî÷êè (0 : p01 : p02 : p03), (p01 : 0 : −p12 : −p13), (p02 : p12 : 0 : −p23) è (p03 : p13 : p23 :
0). Ïðàâäà, íåêîòîðûå èç ýòèõ òî÷åê ìîãóò îêàçàòüñÿ íåêîððåêòíûìè (ñî âñåìè êîîðäèíàòàìè,
ðàâíûìè íóëþ), íî íå áîëåå äâóõ îäíîâðåìåííî.

22. Óêàçàòü êàêèå-íèáóäü ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç p.

Íàïðèìåð, ïëîñêîñòè (0 : −p23 : p13 : −p12), (p23 : 0 : −p03 : p02), (−p13 : p03 : 0 : −p01),
(p12 : −p02 : p01 : 0). Çäåñü ìîæíî ñäåëàòü çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå ñäåëàííîìó â ïðåäûäóùåì
ïóíêòå.
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23. Íàéòè òî÷êó x ïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ p è q, åñëè óæå èçâåñòíî, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ.

Âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü α, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç q, è ïåðåñå÷ü ýòó ïëîñêîñòü ñ p. (íàäî
òîëüêî âûáðàòü α òàê, ÷òîáû îíà íå ñîäåðæàëà p)

24. Íàéòè ïëîñêîñòü α, ñîäåðæàùóþ ðàçëè÷íûå ïðÿìûå p è q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òàêàÿ ïëîñêîñòü

åñòü.

Âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x íà q (íå ëåæàùóþ ïðè ýòîì íà p) è ïðîâåñòè ïëîñêîñòü ÷åðåç x
è p.

25. Ïàðàëëåëüíû ëè êîíå÷íûå ïðÿìûå p è q?

Ïðîâåðèòü óñëîâèÿ p01q02 = p02q01, p02q03 = p03q02 è p01q03 = p03q01.

26. Íàéòè óãîë ϕ ìåæäó êîíå÷íûìè ïðÿìûìè p è q.

cos2 ϕ =
(p01q01 + p02q02 + p03q03)2

(p2
01 + p2

02 + p2
03)(q

2
01 + q2

02 + q2
03)

tg2 ϕ =
(p01q02 − p02q01)2 + (p01q03 − p03q01)2 + (p02q03 − p03q02)2

(p01q01 + p02q02 + p03q03)2

27. Íàéòè ðàññòîÿíèå d ìåæäó êîíå÷íûìè ïðÿìûìè p è q.

d2 =
(p01q23 − p02q13 + p03q12 + p12q03 − p13q02 + p23q01)2

(p01q02 − p02q01)2 + (p01q03 − p03q01)2 + (p02q03 − p03q02)2

Åñëè ïðÿìûå p è q ïàðàëëåëüíû, çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü; òîãäà íàäî âûáðàòü ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó x íà q è íàéòè ðàññòîÿíèå îò íåå äî p.

28. ßâëÿåòñÿ ëè ïëîñêîñòü α áåñêîíå÷íî óäàëåííîé?

Ïðîâåðèòü α1 = α2 = α3 = 0.

29. Íàéòè ïðÿìóþ p, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè α è β.

Ïîëîæèì p′ij = αiβj − αjβi è âîçüìåì â êà÷åñòâå p ïðÿìóþ, äâîéñòâåííóþ ê p′. Íàïðèìåð, p01 =
p′23 = α2β3 − α3β2 è p02 = −p′13 = α3β1 − α1β3.

30. Ñîâïàäàþò ëè ïëîñêîñòè α è β?

Ïðîâåðèòü, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå âñå pij = 0, ò.å. ÷òî αiβj = αjβi ïðè 0 6 i < j 6 3.

31. Íàéòè âåêòîð íîðìàëè ê êîíå÷íîé ïëîñêîñòè α.

v = (α1, α2, α3) (âåêòîð v çàäàí â îáû÷íûõ êîîðäèíàòàõ).

32. Ïàðàëëåëüíû ëè êîíå÷íûå ïëîñêîñòè α è β?

Ïðîâåðèòü êîëëèíåàðíîñòü èõ íîðìàëåé, ò.å. óñëîâèÿ αiβj = αjβi ïðè 1 6 i < j 6 3, èëè æå
óñëîâèÿ p01 = p02 = p03 = 0.

33. Ëåæèò ëè òî÷êà x íà ïëîñêîñòè α?

α0x0 + α1x1 + α2x2 + α3x3 = 0.

34. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò êîíå÷íîé òî÷êè x äî êîíå÷íîé ïëîñêîñòè α.

d2 =
(α0x0 + α1x1 + α2x2 + α3x3)2

x2
0(α

2
1 + α2

2 + α2
3)

Åñëè x = O, ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ:

d2 =
α2

0

α2
1 + α2

2 + α2
3
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35. Êàñàåòñÿ ëè ïëîñêîñòü α ñôåðû ñ öåíòðîì â x è ðàäèóñîì R?

(α0x0 + α1x1 + α2x2 + α3x3)2 −R2x2
0(α

2
1 + α2

2 + α2
3) = 0

Åñëè x = O, ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ:

d2 = α2
0 −R2(α2

1 + α2
2 + α2

3)

36. Íàéòè ïîëÿðó α òî÷êè x îòíîñèòåëüíî ñôåðû ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñîì R.

(−R2x0 : x1 : x2 : x3)

37. Íàéòè ïîëÿðó q ïðÿìîé p îòíîñèòåëüíî ñôåðû ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñîì R.

(q01 : q02 : q03 : q12 : q13 : q23) = (p23 : −p13 : p12 : −R2p03 : R2p02 : −R2p01).

38. Íàéòè ïîëþñ x ïëîñêîñòè α îòíîñèòåëüíî ñôåðû ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñîì R.

(−α0 : R2α1 : R2α2 : R2α3).

39. Êàê âåäóò ñåáÿ êîîðäèíàòû ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé ïðè ïðîåêòèâíîé çàìåíå êîîðäèíàò, çàäàííîé

â ìàòðè÷íîì âèäå x′ = Ax?

α′ = (AT )−1α, p′ = ApAT .

40. Íàéòè íà êîíå÷íîé ïðÿìîé p òî÷êó, áëèæàéøóþ ê O.

(p2
01 + p2

02 + p2
03 : p02p12 + p03p13 : −p01p12 + p03p23 : −p01p13 − p02p23)

41. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé p è ñôåðû ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò O.

Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèì S = p2
01 + p2

02 + p2
03, t2 = R2S − (p2

12 + p2
13 + p2

23) è çàòåì

x = (S : p01t + p02p12 + p03p13 : p02t− p01p12 + p03p23 : p03t− p01p13 − p02p23)

4 Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ èç ïî÷òè ïîëóñîòíè ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â
òåêñòå, êàê íåñëîæíóþ çàäà÷ó íà äîêàçàòåëüñòâî. Äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è è
óïðàæíåíèÿ. Ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîðåøàòü õîòÿ áû ÷àñòü ýòèõ óïðàæíåíèé, ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê
äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóë èç òåêñòà.

1. Íàéäèòå îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé Oxy, Oxz è Oyz, à òàêæå ïëþêêåðîâû
êîîðäèíàòû îñåé êîîðäèíàò Ox, Oy è Oz.

2. Íàéäèòå ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû ïðÿìûõ, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç ñëåäóþùèå ïàðû òî÷åê: à) (0, 0, 0)
è (1, 0, 0); á) (0, 1, 0) è (1, 0, 0); â) (0, 0, 0) è (1, 1, 0); ã) (0, 0, 0) è (1, 1, 1); ä) (1 : 0 : 0 : 0) è (0 : 1 : 2 : 3);
å) (1 : 2 : 1 : 4) è (0 : 1 : 2 : 3); æ) (4 : 25 : 0 : 0) è (3 : 0 : 25 : 0); ç) (5/3, 0, 0) è (0, 7/4, 0); è) (3, 2, 4)
è (1, 2, 3); ê) (1/4, 3/4, 1/2) è (4/3, 1/3, 2/3).

3. Êàêàÿ ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ ïëþêêåðîâûìè êîîðäèíàòàìè: à) (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0); á) (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0);
â) (0 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0); ã) (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1); ä) (1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0); å) (0 : 1 : 1 : 0 : 0 : 0);
æ) (1 : 1 : 1 : 0 : 0 : 0); ç) (1 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0); è) (1 : 0 : 0 : 1 : 1 : 0); ê) (1 : 0 : 0 : 1 : 0 : 0);
ë) (1 : 1 : 1 : 1 : 2 : 1); ì) (2 : 3 : 4 : 2 : 2 : −1)?

4. Íà êàêèõ ïðÿìûõ èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ëåæàò òî÷êè: α) (0, 0, 0); β) (1 : 1 : 0 : 0); γ) (0 :
1 : 0 : 0); δ) (1,−1, 0); ε) (2,−3, 1).

5. Âî âñåõ ñèòóàöèÿõ èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, êîãäà òî÷êà íå ëåæèò íà íåêîòîðîé ïðÿìîé,
íàéäèòå ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó ïðÿìóþ è ýòó òî÷êó.

6. Íàéäèòå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ïðÿìûõ ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè Oxy, Oxz, Oyz,
à òàêæå ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêîñòüþ: à) (2 : 3 : 4 : −1 : 2 : 2); á) (1 : 1 : 1 : 1 : −2 : 1);
â) (1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0); ã) (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0); ä) ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ (p01 : p02 : p03 : p12 : p13 : p23).
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7. Êàêèå ïðÿìûå èç óïðàæíåíèÿ 3 êîíå÷íû?

8. Íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè èç óïðàæíåíèÿ 4 è ïðÿìûìè èç óïðàæíåíèÿ 3.

9. Êàêèå ïàðû ïðÿìûõ èç óïðàæíåíèÿ 3 ïåðåñåêàþòñÿ?

10. Êàêîé ñìûñë óãëà ϕ èç ïóíêòà 26, åñëè ïðÿìûå p è q íå ïåðåñåêàþòñÿ?

11. à) Êàêàÿ ìàòðèöà A ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå êîîðäèíàò, çàêëþ÷àþùåéñÿ â ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå
íà÷àëà êîîðäèíàò O(0, 0, 0) â òî÷êó O′(a1, a2, a3)? Êàê ïðè òàêîé çàìåíå êîîðäèíàò ïðåîáðàçóþòñÿ
(ïî ôîðìóëàì ïóíêòà 39) êîîðäèíàòû òî÷åê, ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé? á) À ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè
ïîâîðîòå îñåé Ox è Oy íà óãîë ϕ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò? â) ×òî áóäåò, åñëè èçìåíèòü
íàïðàâëåíèå îñè z íà ïðîòèâîïîëîæíîå? ã) Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè êîîðäèíàòû y è z? ä) Åñëè
óâåëè÷èòü ìàñøòàá ïî âñåì îñÿì â λ ðàç?

12. Ñðåäè ôîðìóë ïðåäûäóùåãî ïóíêòà íåò ôîðìóëû äëÿ óãëà ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ. Êàê
âû äóìàåòå, ïî÷åìó? Âûâåäèòå ýòó ôîðìóëó ñàìîñòîÿòåëüíî (âîçìîæíî, âîñïîëüçîâàâøèñü óæå
èìåþùèìèñÿ ôîðìóëàìè).

13. Íàéäèòå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âñåâîçìîæíûìè ïàðàìè êîíå÷íûõ ïðÿìûõ èç óïðàæíåíèÿ 3.

14. Ëåæàò ëè â îäíîé ïëîñêîñòè òî÷êè (−1, 1, 0), (0.16, 0.12, 0.08), (3 : 5 : 7 : −7) è (9/47, 3/47, 5/47)?

15. Íàéäèòå ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïåðâûå äâå òî÷êè èç óïðàæíåíèÿ 14.

16. Íàéäèòå ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ïåðâûå òðè òî÷êè èç óïðàæíåíèÿ 14.

17. Êàêîâû óñëîâèÿ íà îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû äëÿ òîãî, ÷òîáû à) òî÷êà á) ïðÿìàÿ â) ïëîñêîñòü
ñîäåðæàëàñü â Oxy?

18. Ìîæåò ëè â ôîðìóëàõ ïóíêòà 18 äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êîé è ïðÿìîé çíàìåíàòåëü îáðàòèòüñÿ
â íîëü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òî÷êà è ïðÿìàÿ êîíå÷íû? Òîò æå âîïðîñ ïî ïîâîäó ôîðìóë ïóíêòà 15.

19. Ïðèäóìàéòå ïðîñòûå ìíåìîíèêè äëÿ çàïîìèíàíèÿ ôîðìóë ïóíêòîâ 6, 12 è 16.

20. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðâàÿ èç òî÷åê, óêàçàííûõ â ïóíêòå 21, íåêîððåêòíà (ò.å. èìååò âñå îäíîðîäíûå
êîîðäèíàòû ðàâíûå íóëþ) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ïðÿìàÿ p áåñêîíå÷íî óäàëåíà, ò.å.
ñîäåðæèòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêîñòè. Ïðèäóìàéòå àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îñòàëüíûõ
òî÷åê ýòîãî ïóíêòà. Êàê âû äóìàåòå, êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ òî÷åê? Íàéäèòå óñëîâèÿ,
ïðè êîòîðûõ ñðàçó äâå èç ïðèâåäåííûõ òî÷åê íåêîððåêòíû. Ìîãóò ëè áûòü îäíîâðåìåííî íåêîð-
ðåêòíûìè òðè èç íèõ? Âåðíî ëè, ÷òî ýòè ôîðìóëû âñåãäà äàþò õîòÿ áû äâå ðàçëè÷íûå êîððåêòíî
îïðåäåëåííûå òî÷êè?

21. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðâàÿ ïëîñêîñòü èç ïóíêòà 22 åñòü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïðÿìóþ p è
íà÷àëî êîîðäèíàòO. Ïðîäåëàéòå äàëüøå ðàáîòó, àíàëîãè÷íóþ ïðîäåëàííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå
äëÿ ïóíêòà 21.

22. Â òåêñòå íåò ôîðìóë äëÿ êàêèõ-íèáóäü ïðÿìûõ, ëåæàùèõ íà äàííîé ïëîñêîñòè. Ïîñòàðàéòåñü
âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë, ñîñòàâèâ (ïî âîçìîæíîñòè íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì) ñïèñîê ïðÿ-
ìûõ, ëåæàùèõ íà îáùåé ïëîñêîñòè α. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû äëÿ âñÿêîé ïëîñêîñòè õîòÿ áû îäíà èç
ýòèõ ïðÿìûõ áûëà êîððåêòíî îïðåäåëåíà.

23. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèäóìàéòå êàêèå-íèáóäü ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç çàäàííóþ
òî÷êó.

24. Óòî÷íèòå, êàê èìåííî ìîæíî âûáèðàòü ïëîñêîñòü α â ïóíêòå 23 è òî÷êó x â ïóíêòå 24. Ïî÷åìó
òàê ñäåëàòü âñåãäà ïîëó÷èòñÿ?

25. Ïðåäïîëîæèì, âàì äàíà òî÷êà x = (x0 : x1 : x2 : x3), ëåæàùàÿ íà ñôåðå ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ðàäèóñîì R. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ñôåðå â óêàçàííîé
òî÷êå. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñôåðû.

26. Ìîæåò ëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ëåæàòü íà ñôåðå?
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27. Ïóñòü äàíû òðè ñôåðû ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O, O1 è O2 è ðàäèóñàìè R, R1 è R2 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèäóìàéòå, êàê ñâåñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ òðåõ ñôåð ê çàäà÷å ïåðå-
ñå÷åíèÿ îäíîé èç ýòèõ ñôåð ñ äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè (Óêàçàíèå: ïîëåçíî ïîâû÷èòàòü ðàçëè÷íûå
óðàâíåíèÿ äðóã èç äðóãà). Êàê òåïåðü ñâåñòè ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ñôåðû,
ðàññìîòðåííîé â ïóíêòå 41?

28. Ïðèäóìàéòå, êàê íàéòè ïëîñêîñòè, êàñàþùèåñÿ çàäàííîé ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò,
è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç çàäàííóþ ïðÿìóþ p. (Óêàçàíèå: íåëüçÿ ëè êàê-íèáóäü íàéòè ïîëÿðû ýòèõ
ïëîñêîñòåé, ïî âîçìîæíîñòè âîñïîëüçîâàâøèñü ïóíêòîì 41?)

29. Êàê íàéòè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äâå óêàçàííûå òî÷êè è êàñàþùèåñÿ çàäàííîé ñôåðû (ñ
öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò)?

30. Ïóñòü äàíû òðè ñôåðû, òàêèå æå, êàê â çàäà÷å 27. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü α, îäíîâðåìåííî êàñà-
þùóþñÿ âñåõ òðåõ ñôåð.

à) Äîêàæèòå, ÷òî α ìîæåò ïåðåñåêàòü ëèíèþ öåíòðîâ OO1 â îäíîé èç äâóõ òî÷åê, çàâèñÿùèõ
òîëüêî îò ïåðâûõ äâóõ ñôåð. Ìîæåò ëè îäíà èç ýòèõ òî÷åê áûòü áåñêîíå÷íî óäàëåííîé? Êàêîé
ãåîìåòðè÷åñêîé ñèòóàöèè ýòî ñîîòâåòñòâóåò? Îò ÷åãî çàâèñèò, ïî êîòîðîé èç äâóõ òî÷åê ïëîñêîñòü
α ïåðåñåêàåò ëèíèþ öåíòðîâ?

á) Ñâåäèòå çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ âñåõ ïëîñêîñòåé α, êàñàþùèõñÿ òðåõ äàííûõ ñôåð, ê çàäà÷å íàõî-
æäåíèÿ ïëîñêîñòåé, êàñàþùèõñÿ ïåðâîé ñôåðû, è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè. Ñêîëüêî
âñåãî ìîæåò áûòü òàêèõ ïëîñêîñòåé?

â) Ñîáåðèòå âîåäèíî ðåçóëüòàòû ýòîãî è ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèé è íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòî-
ðàÿ áû ðåøàëà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó äëÿ òðåõ ñôåð ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ è öåëûìè
ðàäèóñàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè ïî ìîäóëþ ïÿòèñîò. Âàøà ïðîãðàììà äîëæíà íàõîäèòü êîîðäè-
íàòû âñåõ èñêîìûõ ïëîñêîñòåé ñ 12 çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé.

31. Âûâåäèòå ôîðìóëó, êîòîðàÿ ïî êîíå÷íûì ïðÿìûì p è q ïîçâîëÿëà áû íàéòè òî÷êó x íà p, áëè-
æàéøóþ ê q.

5 Îòâåòû íà óïðàæíåíèÿ

1. Ïëîñêîñòè (0 : 0 : 0 : 1), (0 : 0 : 1 : 0), (0 : 1 : 0 : 0); ïðÿìûå (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0),
(0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0).

2. à) (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0); á) (1 : −1 : 0 : −1 : 0 : 0); â) (1 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0); ã) (1 : 1 : 1 : 0 : 0 : 0);
ä) (1 : 2 : 3 : 0 : 0 : 0); å) (1 : 2 : 3 : 3 : 2 : −5); æ) (−3 : 4 : 0 : 25 : 0 : 0); ç) (−20 : 21 : 0 : 35 : 0 : 0);
è) (−2 : 0 : −1 : 4 : 5 : −2); ê) (13 : −5 : 2 : −11 : −6 : 4).

3. à) îñü Ox; á) îñü Oy; â) ïåðåñå÷åíèå Oxy ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêîñòüþ; ã) ïåðåñå÷åíèå Oyz
ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïëîñêîñòüþ; ä) ïðÿìàÿ x = y â Oxy; e) ïðÿìàÿ y = z â Oyz; æ) ïðÿìàÿ
x = y = z; ç) ïðÿìàÿ z = x− 1 â Oxz; è) ïðÿìàÿ y = z = −1; ê) ïðÿìàÿ y = −1, z = 0; ë) ïðÿìàÿ
x− 1 = y = z + 1; ì) ïðÿìàÿ x = 2t, y = 3t− 1, z = 4t− 1.

4. α) ïðÿìûå à, á, ä, å, æ; β) à, ç; γ) à, â, è, ê; δ) ê; ε) íè íà îäíîé.

5. Ñì. òàáëèöó:
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α) β) γ) δ) ε)
(0, 0, 0) (1 : 1 : 0 : 0) (0 : 1 : 0 : 0) (1,−1, 0) (2,−3, 1)

à) � � � (0 : 0 : 0 : 1) (0 : 0 : 1 : 3)
á) � (0 : 0 : 0 : 1) (0 : 0 : 0 : 1) (0 : 0 : 0 : 1) (0 : −1 : 0 : 2)
â) (0 : 0 : 0 : 1) (0 : 0 : 0 : 1) � (0 : 0 : 0 : 1) (1 : 0 : 0 : −1)
ã) (0 : 1 : 0 : 0) (1 : −1 : 0 : 0) (1 : 0 : 0 : 0) (1 : −1 : 0 : 0) (2 : −1 : 0 : 0)
ä) � (0 : 0 : 0 : 1) (0 : 0 : 0 : 1) (0 : 0 : 0 : 1) (0 : −1 : 1 : 5)
å) � (0 : 0 : −1 : 1) (0 : 0 : −1 : 1) (0 : 1 : 1 : −1) (0 : 2 : 1 : −1)
æ) � (0 : 0 : −1 : 1) (0 : 0 : −1 : 1) (0 : 1 : 1 : −2) (0 : −4 : −1 : 5)
ç) (0 : 0 : 1 : 0) � (0 : 0 : 1 : 0) (1 : −1 : 0 : 1) (1 : −1 : 0 : 1)
è) (0 : 0 : 1 : −1) (0 : 0 : 1 : −1) � (1 : 0 : 1 : 0) (2 : 0 : 1 : 1)
ê) (0 : 0 : 0 : 1) (0 : 0 : 0 : 1) � � (1 : 0 : 1 : 2)
ë) (0 : −1 : 2 : −1) (1 : −1 : 1 : 0) (1 : 0 : −1 : 1) (3 : −2 : 1 : 1) (9 : −5 : 1 : 4)
ì) (0 : 1 : 2 : −2) (1 : −1 : 2 : −1) (1 : 0 : 4 : −3) (1 : −3 : −2 : 3) (3 : −7 : −2 : 5)

6. à) (2 : 1 : 1 : 0), (−3 : 1 : 0 : 2), (2 : 0 : 1 : −2), (0 : 2 : 3 : 4); á) (1 : −2 : 1 : 0), (1 : 1 : 0 : 1),
(1 : 0 : −1 : 2), (0 : 1 : 1 : 1); â) íåò (ïðÿìàÿ ñîäåðæèòñÿ â Oxy), (1 : 0 : 0 : 0), (1 : 0 : 0 : 0),
(0 : 1 : 1 : 0); ã) íåò, íåò, (1 : 0 : 0 : 0), (0 : 1 : 0 : 0); ä) (p03 : p13 : p23 : 0), (p02 : p12 : 0 : −p23),
(−p01 : 0 : p12 : p13), (0 : p01 : p02 : p03).

7. Âñå ïðÿìûå, êðîìå â) è ã).

8. Ñì. òàáëèöó:

α) β) δ) ε)
(0, 0, 0) (1 : 1 : 0 : 0) (1,−1, 0) (2,−3, 1)

à) 0 0 1
√

10
á) 0 1 1

√
5

ä) 0
√

2
2

√
2 3

√
6

2

å) 0 1
√

6
2 2

√
3

æ) 0
√

6
3

√
2

√
14

ç)
√

2
2 0 1 3

è)
√

2
√

2 1 2
√

2
ê) 1 1 0

√
5

ë)
√

2
√

6
3

√
2

√
14

ì) 3√
29

√
6
29

√
22
29

√
312
29

9. Ñì. òàáëèöó (�+� îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîâïàäàþò):

à á â ã ä å æ ç è ê ë ì

à + + + − + + + + + + − −
á + + + + + + + − − + − −
â + + + + + − − − + + − −
ã − + + + − + − − − − − −
ä + + + − + + + − − + − −
å + + − + + + + − + − − +
æ + + − − + + + − + − + −
ç + − − − − − − + − − − −
è + − + − − + + − + + − +
ê + + + − + − − − + + − −
ë − − − − − − + − − − + −
ì − − − − − + − − + − − +

10. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûìè äàííûì è ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
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11. Ìàòðèöà ïåðåõîäà A (x′ = Ax) â êàæäîì èç ïÿòè ñëó÷àåâ:
1 0 0 0
−a1 1 0 0
−a2 0 1 0
−a3 0 0 1




1 0 0 0
0 cos ϕ sinϕ 0
0 − sinϕ cos ϕ 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




λ 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


à) (x′0 : x′1 : x′2 : x′3) = (x0 : x1 − a1x0 : x2 − a2x0 : x3 − a3x0), (α′0 : α′1 : α′2 : α′3) = (α0 + a1α1 +
a2α2 + a3α3 : α1 : α2 : α3), (p′01 : p′02 : p′03 : p′12 : p′13 : p′23) = (p01 : p02 : p03 : p12 + a2p01 − a1p02 :
p13 + a3p01 − a1p03 : p23 + a3p02 − a2p03);

á) (x′0 : x′1 : x′2 : x′3) = (x0 : x1 cos ϕ + x2 sinϕ : −x1 sinϕ + x2 cos ϕ : x3), (α′0 : α′1 : α′2 : α′3) = (α0 :
α1 cos ϕ + α2 sinϕ : −α1 sinϕ + α2 cos ϕ : α3), (p′01 : p′02 : p′03 : p′12 : p′13 : p′23) = (p01 cos ϕ + p02 sinϕ :
−p01 sinϕ + p02 cos ϕ : p03 : p12 : p13 cos ϕ + p23 sinϕ : −p13 sinϕ + p23 cos ϕ);

â) (x′0 : x′1 : x′2 : x′3) = (x0 : x1 : x2 : −x3), (α′0 : α′1 : α′2 : α′3) = (α0 : α1 : α2 : −α3),
(p′01 : p′02 : p′03 : p′12 : p′13 : p′23) = (p01 : p02 : −p03 : p12 : −p13 : −p23);

ã) (x′0 : x′1 : x′2 : x′3) = (x0 : x1 : x3 : x2), (α′0 : α′1 : α′2 : α′3) = (α0 : α1 : α3 : α2), (p′01 : p′02 : p′03 : p′12 :
p′13 : p′23) = (p01 : p03 : p02 : p13 : p12 : −p23);

ä) (x′0 : x′1 : x′2 : x′3) = (λx0 : x1 : x2 : x3), (α′0 : α′1 : α′2 : α′3) = (α0 : λα1 : λα2 : λα3),
(p′01 : p′02 : p′03 : p′12 : p′13 : p′23) = (λp01 : λp02 : λp03 : p12 : p13 : p23).

12. Âèäèìî, ïîòîìó ÷òî ýòîò óãîë ìîæåò áûòü ëåãêî âû÷èñëåí êàê äîïîëíåíèå äî π/2 óãëà ìåæäó
íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé p è íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè α � ñì. ïóíêòû 10 è 31.

13. Ñì. òàáëèöó:

à) á) ä) å) æ) ç) è) ê) ë) ì)

à) 0 0 0 0 0 0
√

2 1
√

2
2

1
5

á) 0 0 0 0 0
√

2
2 1 0

√
2 1√

5

ä) 0 0 0 0 0 1√
3

1 0
√

2
2

√
3
11

å) 0 0 0 0 0 1√
3

0
√

2
2

√
2

2 0

æ) 0 0 0 0 0
√

2
2 0

√
2

2

√
2 1√

6

ç) 0
√

2
2

1√
3

1√
3

√
2

2 0 1 1
√

2
2

√
2
11

è)
√

2 1 1 0 0 1 0 1
√

2
2 0

ê) 1 0 0
√

2
2

√
2

2 1 1 0
√

2 3
5

ë)
√

2
2

√
2

√
2

2

√
2

2

√
2

√
2

2

√
2

2

√
2 0 1√

6

ì) 1
5

1√
5

√
3
11 0 1√

6

√
2
11 0 3

5
1√
6

0

14. Äà. Ýòà ïëîñêîñòü � (−1 : 2 : 3 : 4).

15. Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç (1 : −1 : 1 : 0) è (25 : 4 : 3 : 2) � ýòî (29 : −22 : 2 : −7 : −2 : 2).

16. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç (29 : −22 : 2 : −7 : −2 : 2) è (3 : 5 : 7 : −7) � ýòî (73 : −146 : −219 :
−292) = (−1 : 2 : 3 : 4).

17. à) x3 = 0; á) p03 = p13 = p23 = 0; â) α0 = α1 = α2 = 0.

18. Åñëè âñå êîîðäèíàòû âåùåñòâåííû, òî íåò. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî âîçìîæíî, åñëè ïðÿìàÿ p èçî-

òðîïíà, ò.å. ñêàëÿðíûé êâàäðàò åå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ðàâåí íóëþ, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå
âåêòîðà (1 : i : 0). Äëÿ ôîðìóë ïóíêòà 15 îòâåò àíàëîãè÷åí: åñëè ïëîñêîñòü ñîäåðæèò èçîòðîïíóþ
ïðÿìóþ, òî çíàìåíàòåëü îáðàòèòñÿ â íóëü.

19. È òàê ïîíÿòíî � íàäî òîëüêî âíèìàòåëüíî ïîñìîòðåòü íà ôîðìóëû.
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